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Übungsblatt 1

Aufgabe 1.

In der Vorlesung haben Sie die Wärmeleitungsgleichung

∂u

∂t
−∆xu = 0

kennen gelernt. Sei nun u(x, t) eine hinreichend glatte Lösung dieser Gleichung auf Rn × (0,∞).

Zeigen Sie, dass für λ > 0 auch die Funktion uλ(x, t) := u(λx, λ2t) die Wärmeleitungsgleichung
löst.

Aufgabe 2.

(a) Zeigen Sie die folgende Ungleichung

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp),

wobei a, b ≥ 0 und p ∈ [1,∞) sind.

Hinweis: Benutzen Sie die Konvexität der Funktion f(x) = xp.

(b) Zeigen Sie mithilfe von (a): (
n∑
i=1

ai

)p
≤ np−1

n∑
i=1

api ,

wobei ai ≥ 0 für alle i ∈ {1, . . . , n} und p ∈ [1,∞) sind.

Aufgabe 3.

Für eine komplexwertige Funktion u : Ω → C und λ ∈ C mit Ω ⊂ Rn betrachten wir die
Helmholtz-Gleichung

∆u = −λ2u

auf Ω.

Zeigen Sie: u erfüllt die Helmholtz-Gleichung genau dann, wenn gilt:

(a) f(x, t) = eiλtu(x) erfüllt auf Ω× R die Wellengleichung ∂2f
∂t2 = ∆xf ,

(b) g(x, t) = e−λ
2tu(x) erfüllt auf Ω× R die Wärmeleitungsgleichung ∂g

∂t = ∆xg,

(c) h(x, t) = e−iλ
2tu(x) erfüllt auf Ω× R die Schrödingergleichung −i∂h∂t = ∆xh.

Aufgabe 4.

Wir betrachten die Wellengleichung

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2

in R2 und führen über Φ: R2 → R2, Φ(x, y) = (x+ y, x− y) = (ζ, η) neue Koordinaten ein.

(a) Wie sieht die Wellengleichung in den neuen Koordinaten aus ?

(b) Bestimmen Sie alle Lösungen der Wellengleichung.
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