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1.1

Binomische Formeln:

1. Bin. Formel:

(a+b°=a*>+2-a-b+0b

2. Bin. Formel:

(@a—b’=a®—2-a-b+b

3. Bin. Formel: |(a +b) - (a — b) = a* —

b2

Binomischer Satz:

Termumformungen, Binomischer Satz

a® + b? reell nicht zerlegbar.

@+ 0 =(a+b) (> —a-b+b?)

e’ —b=(a—b) (a®>+a-b+1?)
n—1
e q" — b”:(a—b)~ Zanflfk‘bk

k=0

n
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(a+b)77 — <8) anbO+< ) anfl bl_l_(
——
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) a2 b 4+ (;) b =
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k=0
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< ) an,fk‘ 5 bk
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e Binomialkoeflizienten: (Z) =

e Fakultat: n! =1-2- ... -n, 0=

EL- (n—k)!-

1I'=1.

e Fiir (a —b)" ist das Vorzeichen alternicrend: (a—b)* = +a* —3a*b +3ab® — V.

Binomischer Satz und pascalsches Zahlendreieck:

| ¥=s B
PN N
1 1 n=1 ) ()
AN\ , % , / \ ,

1 2 1 n=2 (0) (1) (2)
AN AT 3/ \3/ \3/ \3
/l\+/§\+/3’\+/]\ n=3 4/(0)\4/(1)\4/(2)\4/(3)\

z fallsxz >0

Betrag:

ol = v = {

—z fallsz <0

1.2 Bruchrechnen

.4A

@+b"=1

(@ +b)'=1a"+ 10"

(a + b)Y’ =1d*+24a'b' + 1*

(a + by’ =1a’ +3a’b"'+3d'b* + 10’

(i) (@+0b)'=1a"+4a"+ 64’6 + 4a'b’ + 1b*

,,macht  immer positiv”.

Additi » Hauptnenner: kgV (b, v),
1t1ion, a x _ay  x-b_ayFxxz-b , .. .
Subtraktion , £ T + D by b, y # 0| » Briiche auf HN erweitern,
» Zihler addieren.
— » .. Zahler mal Zahler

Multiplikation | |4 £ =221} ¢ #£0 ” ’

p by b-y V7 Nenner mal Nenner”.
Divisi 7 » Division durch Bruch:

ivision, @ @ b a 1 e .
Doppelbriiche | |7 7 % D b, x,y#0 ultiplikation mit
‘ dessen Kehrwert.




2.1 Potenzen

Definition: d"= a-a- . .. -a heisst n-te Potenz von a, wobei a € R: Bas1s’
~ = > n € N: Exponent.
n Fa.ftoren
1 a’=1, falls a#0
Insbesondere: a* = a und
0" =0, falls n>0.
. B k
e Negative Exponenten = Nenner: |(k-a "= — a # 0.
an
e Rationale Exponenten = Wurzeln: [a» = V/a™ a>0, n>0.
speziell: |a» = {/a Quadratwurzel: | \/a = a 2
2.2 Potenzsitze
Gleiche Basis la™- g™ = "t ™ a_m =a" ™ a#0
a
) , : , a" a\"
Gleicher Exponent | |a"-0" = (a-b)" b= (3) b#0
Va- Vo= Vab =T b#0
Doppelte Potenzen | | (a")" =a" " = (a™)" ||| {/ Va= "Ya= {/ Va a>0

2.3 Logarithmen

Definition log,(z) =y <& a'=zx a,z>0, a#1

Multiplikation, — P

Division loga(x ’ y) - loga(x) + loga(y) loga(?) - loga(x) o loga(y)
z In (b)

Potenzen log,(z¥) =y - log,(x)| x>0 a'=b = =7 @)

) log, (z a>0;a#1
Basiswechsel log,(z) = 102,%@; b>0; b ;Z 1

speziell:  log, ()




3.1

3.2

Planimetrie

Allgemeine Dreiecke

Winkelsumme: ‘oz + B8 + v=180°

Dreiecksungleichung:

Ahnlichkeit, Strahlensitze: Zwei Dreiecke sind
dhnlich, wenn sie gleiche Winkel und / oder
gleiche Seitenverhiltnisse haben.

a ¢ a+c
1. Strahlensatz: s = 4= b+d

2. Strahlensatz: |~ = -

¢ f
Sinussatz: NS ——— . wobei R : Umkreisradius.
sin(a) sin(f3) sin(v)
Cosinussatz: | > = a®> +0* —2-a-b - cos(7) und zyklisch: tz :a
Fliche: Ap = %(Grundseite - Hohe) = 5 '2hc _b ~2hb =2 '2ha
» Zwei Seiten und Zwischenwinkel: | Ap = béc - sin(a) | und zyklisch: &cj’a

» Drei Seiten (Heron): | Ax = /s(s —a)(s — b)(s — ) wobei s = %(a +b+c).

» Drei Winkel und Umkreisradius R: | Ax = 2 R? - sin(a) - sin(f3) - sin(7y)

Rechtwinklige Dreiecke

C
2 2 g2
Satz von Pythagoras: ¢ = a” + b Gegenkathete

Ankathete

bzel. a (bzgl. a)
Hohensatz: h2=p-q (bzgl- ) b A

Kathetensatz (Satz von Euklid): AT p— B
a2=c-q oder V=c-p " ¢ =p + g (Hypotenuse)

Trigonometrische Funktionen:

a

b
~ cos(a) =7 tan(a) = 7

sin(a) =




3.3 Vierecke

Allgemeines Viereck

> a+f+7+06=360°

b A= LEC h—m.p

Parallelogramm

» A=a-h=a-b-sin(a)

> A=ad

> d=a-2

» a+v=p+09=180°

»a-c+b-d=c-f

2
Rhombus (Raute) Drachenviereck Rechteck
i
D, a, B
—_ — ,b d b -
A "L
|
>A:€'2f = a? - sin(a) >A:€'2f =a-c-sin(a) |»A=a-b
Quadrat Sehnenviereck Tangentenviereck
ﬁ \H Yo D‘.!..l
—q d A a-—--
Al
AS < B \
B

»at+c=0b+d

> A— . at+b+c+d

2

Symmetrieachsen sind in oranger Farbe gekennzeichnet.




3.4 Kreis

s : Sehne

Segment

G : Sekante 7 : Tangente

T : Tangente

Umfang

Bogenlinge b=2mr

Flache

Sektor

Segment

Sehnensatz

Sekantensatz |QB - QA’ = QA - QB = QT

U=2r-r
«Q
360°
A=m-r?
b-r
Ase 2. & _
Sek =TT 3600 — 2

Ageg =17 - (7‘(" %60° 3 sin(w))

PA - PA’ = PB:-PB =PS

» Kreisgleichung des Kreises K mit Mittelpunkt M(u / v) und Radius 7:

Mittelpunktsform

—

K (r—upt (y—v)P=r?

Koordinatenform

ausmultiplizieren \

‘K:x2+y2+ax+by+c=0

— quadratisch ergéinzen —

Tangente 7 an K im Punkt T(zq / yo): |7 :

Kreiswinkelsatze

(w—w) =W+ y—0) (p—0)=r

2

Sehnentangentenwinkel:

Thaleskreis:

» gleiche Peripheriewinkel ~.
» Zentriwinkel w =2 1.

» gleiche Peripheriewinkel v = 90°.




4 Stereometrie

4.1 Prinzip von Cavalieri

Zwei Korper sind volumengleich, wenn .
deren Schnittfliche A(x) in jeder Hohe x

A()

)

x den gleichen Flécheninhalt haben.

4.2 Prismen und Zylinder (Kongruente, parallele Grund- und Deckfléiche)

Gerades Prisma

Schiefes Prisma

» G: Grundflache;

M : Mantelflache.

» h: Hohe.
I [)\M » Volumen:

G . » Oberfliche: IA =2-G+ M |
Quader Wiirfel Zylinder

/| D s G ———

a a
»V=a-b-h >V =d >V =mr?-h
» A=2(a-b+a-h+0b-h) > A=6-ad? > A=2-7r2 42171 h
a? + b2 + h? » D=a-v3, d=a-V2 » M =2nwr-h

4.3 Spitze Korper

Gerade Pyramiden Schiefe Pyramiden

/ » h: Hohe.

» G: Grundfliache;

M : Mantelflache.

h : Hohe
s : Seitenkante

>V:%a2-h

> A=a>+ M

> s = h2+§

A h : Hohe
s s : Mantellinie
&
_ 1 __ 2
» V= 3 T -h

» A=mr’+ars, M =7rs

N/

1
» Volumen: |V = 3" G- h
» Oberfliche: |[A =G + M
Gerade, quadratische Gerader Kreiskegel Pyramidenstumpf,
Pyramide Kegelstumpf
S, a : Grundkante S a : Offnungswinkel 2S oS

b\
A

>VI=§(G+\/GD+D)

> Vi :%h (r® +rire +19°)

>MH:7T'5'(7'1+T'2)




4.4 Kugel

Volumen: =37 R
Segment . 1 2 B
oo » Segment: =37 (B3R —hy)
Schicht icht: — L (3,2 2 2
\ ‘Zong | ™ Schicht:  V=gm-hy- (3117 +3m° + hoY)
» Sektor: V= %W}p s

Oberfldche:

Sektor » Segment: M =27 R-h; (Kappe, Haube)

» Schicht: M =27nR-hy, (Zone)
» Sektor: A=271R- }Lg + TR V 2Rh3 — ]1/32

» Kugelgleichung einer Kugel mit Mittelpunkt M(ux / v / w) und Radius R:

Mittelpunktsform Koordinatenform

ausmultiplizieren
— \A
‘K: x—ul+@Ey—v)I?+@E—w)i= Rz‘ ‘K:x2+y2+zz+ax+by+cz+d=0

/

quadratisch ergénzen

» Tangentialebene T an Kugel im Punkt Py(zo / o / 20):
T: (x—u) (wo—u)+(y—0) (yo—v)+ (z—w)- (20 — w) = R?

4.5 Polyeder und Platonische Korper

e : Anzahl Ecken
Polyedersatz (Euler): |e +f=k+2 ‘ wobei ¢ f: Anzahl Fldchen
k: Anzahl Kanten.

Es gibt genau 5 regulire konvexe Korper (gleichlange Seiten und gleiche Winkel):

e

a " ~a

Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder ITkosaeder
(Vierflichner) (Sechsflachner) (Achflachner) (Zwolfflichner) (Zwanzigflichner)

vEd




5.1 Exponential- und Logarithmusfunktionen

» Exponentialfunktionen: |y = f(z) =a”| a >0

e Fulersche Zahl: ¢ = lim (1 + %)n ~ 2.718... .

n—oo
e Wachstums- oder Zerfallsprozesse:

N(t) = Ny-a'| oder |[N(t)= Np-ek?

wobei:
t : Zeit.
No : Startwert (Population bei t = 0).
N(t) : Population zur Zeit t.
a=¢* : Wachstumsfaktor: |a =1 + % mit
pi L G0

pro Zeiteinheit.

x>0
a>0; a#l.

» Logarithmusfunktionen: | f(z) = log,(z)

f(x) =log,(z) ist Umkehrfunktion zu f(x) = a®:

e Zehnerlogarithmus:

f(x) =log,y(x) = log()
log(10®) =z,  10@ =z (z>0)

e Natiirlicher Logarithmus:

f(z) =log.(z) = In(x)

In(e®) =z, @) = g (x >0)

e Bindrer Logarithmus:

f(z) = log,(z) = Ib(=)
log, (2*%) = =z, 2l = (x> 0)




5.2 Trigonomtrische Funktionen

Rechtwinkliges Dreieck: 0 < av < 90°.

Einheitskreis: o € R.

v
ot
I: sin(a) = v _ Gegenkathete 901. 2 p
© o Hypotenuse =
£ 4o\E
]
U Ankathete 0 .S
Pg  |cos(@) = ¥ = fypotenuse — e
e0 T cos(x) 1
N in(a)
. _ v _ Gegenkathete __ sin(w
u tan(a) = Ankathete — cos(a)
Ankathete 270° | 38
2
Bogenmass: |[xr = « - 130° zu « gehorende Bogenliange x am Einheitskreis.
» Funktionsgraphen:
v y
. v(x) = sin(x)
1 ] ' -
. //0\ / y(x) = tan(x)
30 60 90 150°\I80 210 270 330 360/ o
AEEEEEE R EEZ I
2
-1
1
1 I )
Gradmass: o = 0..360° 4|5 90 135 180, ZIZJ 270 315 360, o
Bogenmass: x =0 .. 27T /- T % &/n F I % T X
u(x) = cos(x) ) X :
[ T ﬂ
30 60 N0 120 180 240 279/ 300 360 o
5 Ng * &4 F u «
-1 j
-1
» Eigenschaften und spezielle Werte:
0°=0[30° =2 [45° =T |60° =T |90° = Periode Symmetrie
sin(x) 0 1 V2 V3 1 . 360° = 2.7r sin(.'rr—:c) = sin(.:c)
2 2 2 sin(z + 2w n) = sin(z) sin(—z) = —sin(z)
COS(:ZZ) 1 V3 V2 l 0 360° = 2w cos(2m —x) = cos(x)
2 2 2 cos(x 4+ 2mn) = cos(x) cos(—x) = cos(x)
B 180° = =
tan(z 0 = 1 3 oo tan(—z) = — t:
( ) ’ \/7 ( ) tan(z + mn) = tan(z) an(—2) an(z)
» Definitionsbereich: D, =D..=R Dy = R\{(5 +nm), neZ}.
» Wertebereich: Wan = Weoe = [—1,1] W, = R.

arcsin(x)
arccos(z)
arctan(z)

» Umkehrfunktionen:

manchmal auch sin~'(x)
manchmal auch cos ! (x)
manchmal auch tan~'(x).



Beziehungen und Eigenschaften trigonometrischer Funktionen

tan(z) = ig;((i)) sin?(z) + cos?(z) = 1 m =1+ tan?(7)
sin(—z) = —sin(z) cos(—x) = cos(x) tan(—z) = — tan(z)

sin(m — x) = sin(z)

cos(m — x) = — cos(x)

tan(m — ) = — tan(z)

sin(§ £ 2) = cos(x)

cos(§ £ x) = Fsin(x)

1
tan(z)

tan(f £2) = F

2cos?(z) — 1

sin(2 ) = 2sin(x) cos(x) cos(2z) = { cos?(r) —sin®(z) | tan(27) = 12_27%
1 — 2sin®(z) B
) —tand(x
sin(32) = 3sin(z) — 4sin®(z) | cos(3 ) = 4cos?(z) — 3cos(z) | tan(3x) = 3tfri(§)tafla2r(lj,§*L)
. " 1-— T o 14 cos(z o 1— x
sind(5) = =5 cos?(3) = G tan(5) = Trcon()
tan(x) + tan(y)

sin(x 4+ y) = sin(z) - cos(y) £ cos(x) - sin(y)

tan(z +y) = 1

—tan(z) - tan(y)

cos(x = y) = cos(x) - cos(y) F sin(z) - sin(y)

tan(z) — tan(y)

tan(r —y) = 1

+ tan(z) - tan(y)

sin(x) + sin(y) = 2 - sin (% - COS (%) sin(x) — sin(y) = 2 - cos (%) - sin (%)
cos(z) + cos(y) =2 - cos (£EL) - cos (£52) cos(z) — cos(y) = —2 - sin (£5Y) - sin (£52)




6 Gleichungen

6.1 Fundamentalsatz der Algebra

In R kann jedes Polynom n-ten Grades als Produkt von k& < n Linearfaktoren und nicht weiter
zerlegbaren quadratischen Faktoren ¢(x), welche nicht Null werden konnen, dargestellt werden:

Gleichung in Normalform: faktorisieren Zerlegung in Linearfaktoren:

/ (falls méglich)
TR o) (=) (=9 - ) =0
\ausmu]tiplizieren/

n n—1 —
a,x"+a, x""+..tax+a,=0

=—> Losungen x,, X, , ..., X, ablesbar.

In den komplexen Zahlen C zerfillt jedes Polynom n-ten Grades vollstdandig in Linearfaktoren.

6.2 Quadratische Gleichungen
a-22+b-x+c=0 a,byc € R, a#0 Satz von Vieta:

Diskriminante: ’D =0 —4-q- c‘ Produkt der Losungen: x; - xp = ﬁ

— 2— . ',‘r
b:l:\/lé 4.q-c D >0
-a

.. . b
Losungen: |z 5 = Summe der Losungen: x; + 22 = — —

6.3 Polynomgleichungen dritten und héheren Grades
a-2*+b-2°+c-x+d=0 a,b,c,d € R, a#0.

Satz: Division durch a # 0 fiihrt auf o’ = 1, also 2® + b - 2> + ¢ - 2 + d’ = 0. Wenn es eine
ganzzahlige Losung 1, gibt, dann ist diese Teiler von d'. Finde Loésung 7; durch Einsetzen
(Probieren) der Teiler von d’ und dividiere die Gleichung anschliessend durch (z — ).

6.4 Numerische Verfahren zur Nullstellenberechnung

Gesucht ist die Nullstelle N(zx / 0) von f(z). Ausgehend von einem Startwert z,, konstruiere
eine rekursiv definierte Zahlenfolge x1, xo, x3,... mit Grenzwert x .

» Sehnenverfahren (Regula Falsi) 1
Wihle P(a / f(a)) und Q(b / f(b)) ]}i
mit f(a)- f(b) <O0.

Mit Startwert x; = a berechne:

Tangentenverfahren (Newton)

tnn =20 = f(@) FH =y o O

n—0o0

» Tangentenverfahren von Newton
Wiéhle Py(z; / f(xy)) mit f'(x;) # 0. Dann:
f(zn)

T+l = Tn — @) n—>—3>c xn| (die Folge ist nicht notwendigerweise konvergent.)

Xy &3 /;Cz




7 Finanzmathematik

Aufzinsfaktor:

_ p _ ;
g=14+755=1+¢

p = Zins (jahrlich) in %,

=100 = Zinssatz.

» Verzinsung mit Zinseszins: Startkaptial K, Laufzeit n Jahre:

Endwert: | K, = Ky - ¢"

KT T, T K T'K,
f f f f } }— Zeit in Jahren
'~ - Tw_ T _ T Tvw_ 1
% % % % (Zinsperioden) Barwert: | K, = K, - %
» Unterjihrige Verzinsung:
mit Zinseszins: Stetig:

Linear:

Kapital K7 nach T
Tagen ohne Zinseszins:

m Zinsperioden pro Jahr,

Laufzeit: n Jahre.

Kontinuierlich wird ein
beliebig kleiner Zins bezahlt:

. T i \n-m : —
Kr =Ko+ Ko i 55| || Kum=EKo- (1+%) Ks= lim K,m=Ko-e'"
Effektiver Jahreszinssatz: m Zinsperioden pro Jahr =
= <
, — L m _ I qm .qm .qm = L qm -
leff = (1 + m) 1 e e S S u |/_\AT > Zeit
I } >
KO ety = (1 + ieﬂ‘) Km

N Qeft

dm =

» Rentenrechnung: Zum Startkapital K, werden n Renten R bezahlt:

Vorschiissige Rentenzahlung Nachschiissige Rentenzahlung
K, /'-q\‘Kl/‘-q\‘ K, anf-q\‘ K, K, K 9K K, K;jq\A K,
| | | | | a | | | | »
I I I I I e I I I I =
+R +R +R +R +R +R +R +R
B, = Barwert Endwert=E, B, =Barwert Endwert=E,
Barwert B, = Endwert E, = Barwert B, = Endwert E, =
R qN_l - qll_l ﬁ qll_l - qN_l
Ko+_q,,_1 _q—l K()q +Rq —q—l Ko+q —1 K()q —|—R—q_1
= Bei Schuldentilgung heisst R Tilgungsrate oder Annuitét.
» Ableitungen in der Finanzmathematik:
Marginale Funktion Wachstumsrate Elastizitat
(Grenzfunktion)
daf
df f'(t) _d N f'(x)
fla)=4 () =L =2m(e)|  |esle) =d =o- £S5




8 Differentialrechnung

e Sekantensteigung, Differenzenquotient:
Mittlere Anderungsrate (Steigung)

von f im Intervall [z,  + A

Ay _ flz +h)

— f(z)

=

Az h

= tan(u)

e Tangentensteigung, Differentialquotient:
Lokale Anderungsrate (Steigung)
von f im Punkt P(xz / f(x)),
Definition der 1. Ableitung:

Voraussetzung: Gegeben sei eine stetige Funktion f: R — R, z — y = f(x).

y (%df Sekante
A dx P1
foc+ ) oy f
Tangente - 1
/ g m, Ay =fix+h) — fix)
P £ - (04 — °
oo | BN A = (3]
7 fx)

X x+h X

Ay df

Az—0 Ax dx

my = f'(z) = lim — = — =

8.1 Ableitungsregeln: Seien y
= f(x), y = u(z) und y = v(x) stetige

Funktionen, ¢ eine Konstante.

» Additive Konstante: f(z) = u(z)+ ¢
f'(x) = u'(x)

» Multiplikative Konst.: f(z) = ¢ u(z)
f'(z) = c-u'(z)

» Summenregel: f(z) = u(z) £v(x)
f'(x) = v'(x) £ o'(x)

» Produktregel: f(z) = u(z) - v(x)

f'(z) = W(z) - v(@) + u(z) -v'(2)

» Quotientenregel: f(x) =

v(x)

u'(z) v(x) —u(z) v (x

)

f'(z)

(v(2))?

» Kettenregel: f(x)

= u(v(z))

d
-V (x) = ﬁ

f'(z) = u'(v)

dv

Cdx

,,Aussere mal innere Ableitung.”

y

Bedingungen fiir Extrema und Wendepunkte:
Zusammenhang zwischen f(z), f/(x) und [”(z):

'Funktion = f = y-Werte von f|

X
f wachsend f fallend f wachsend
f'(x) >0 f'(x)<0 f'(x)>0
y'

1. Ableltung =f"=

angentenstelgung von f \

'V

X
f konkav f konvex f konkav | f konvex
f"(x)|<0 f”(x)l>0 [ <0 f"(x) >0
T \ 2. Ableitung = ' = Kriilmmung von f \
X




8.2 Bedingungen spezieller Punkte:

f f/ f// f///
Nullstelle N(zy /0) flzn) =0 - - -
Hochpunkt | H(zy / f(en)) Flan) 20| fan) o ;
¢
Tiefpunkt T(zr / f(zr)) I (xr) X0 f"(xr) >0 -
Sattelpunkt * * ¢
Torrassenp. | 505 / £(r5)) Fles) 20| fes) 20| f(rs) £ 0
¢
Wendepunkt | W(zy / f(zw)) . Faw) 20| f@w) # 0
% = notwendige Bedingung, (% + 4#) = hinreichende Bedingung.
8.3 Ableitungen und Stammfunktionen:
/ ableiten \A / ableiten ~
Stammfunktion F(x) ‘ Funktion f{(x) ‘ 1. Ableitung f”(x)
e integrieren A integrieren
f;:ll [n # —1] " n- "t
In|z| %:x_l —z? = —#
% C a3 VI =12 21\/7—
61‘ 61‘ 61‘
z-(In|jz|-1) In|x| %=LL‘_1
1 z z z ]
ey ¢ a a” - In(a)
0 1
In(a) (Infz|-1) log, |z | z-1n(a)
Beachte: Variable = in Bogenmass!
— cos(7) sin(x) cos(r)
sin(x) cos(7) — sin(x)
—In(| cos(z)|) tan(z) coé(l) = 1+ tan2(2)
zaresin(x) + v1 — 22 arcsin () 11_x2
) — 2 . __ 1
xarccos () — V1 —x arccos(r) i
2
r arctan(x) — M arctan(z) x21+1




9 Integralrechnung

Definition: F'(z) heisst Stammfunktion von f(x), wenn F'(z) = f(x) gilt. Zwei verschiedene
Stammfunktionen Fj(z) und Fy(z) von f(z) unterscheiden sich um hochstens eine additive
Konstante: Fy(z) = Fi(z) + C. Die Konstante (' heisst Integrationskonstante.

e Unbestimmtes Integral = Menge aller Stamm- dx
funktionen: | [ f(z) dv = {F(z) + C' | C' € R} )
e Bestimmtes Integral, Hauptsatz der = A
Differential- und Integralrechnung: T‘/
b b A4 ;)ﬁ 1 X
A= [ f(z) dv=F(b) — F(a) = [F(2)], a X b

|A| : Fliache unter [ zwischen den Integrationsgrenzen x = a und x = b, wenn f zwischen
a und b keine Nullstellen hat.

9.1 Integrationsregeln

» Konstantenregel: fb(rf(x)) dx = (:-fbf(a:) dx
b b b
» Summenregel: [ (u(z) £v(z)) de = [u(z)dz+ [v(z)dx

b
» Orientierung des Integrals: | [ f(z)dx = — [ f(z)dx

» Anderung der
Integrationsgrenzen:

ff(z)dx:jf(l“)dxﬂLff(x)dx

a a

. ” .1 f(x) >0firz € [a, b] b >0
» ,,Vorzeichen” der Fliche: H(z) <0 fiir w € [a, b] = aff(x) dz <0
b
» Fliche zwischen f; und f: |A= [|fi(z) — fi(z)|dx y S
» Partielle Integration: A .
: ;

afu(x) (z)dr = [u(z) - v(z) 2 — [u(z)-v(z)ds 7a N~ o\

» Substitutionsregel: Es sei f(x) = u(v(x) ) eine verkettete Funktion. U( v ) bezeichne eine

v(b)

b
Stammfunktion der dusseren Funktion. Dann: | [u(v(z)) - v'(z)dx = [ w(v)dv=[U(v) ]fEZ))
a v(a)




10 Stochastik

10.1 Kombinatorik

Start: Kriterien, welche fiir eine Stichprobe gelten.

Anordnung Auswahl
von 71 Elementen von k Elementen
auf n Plitzen aus insgesamt 7
Alle 72 Elemente Ny, N,,.. der insge- Reihenfolge der Reihenfolge der
Unterscheidbar: samt 77 Elemente Auswahl beliebig: Auswahl wichtig:
P =n(n-1)-..2-1 | Ununterscheidbar: {abc}={ach} [abc]#lacb]
I"; _ n! Kombinationen Variationen
bl
Permutation Permutation
ohne Wiederholung mit Wiederholung Elemente diirfen Elemente diirfen Elemente diirfen Elemente diirfen
hochstens einmal beliebig oft hochstens einmal beliebig oft
gewiihlt werden gewithlt werden gewithlt werden gewihlt werden

w

K=rromm= k)| | | K-

W

! k
V=ﬁ V=n

n+k-1
k

Kombination Kombination Variation Variation
ohne Wiederholung mit Wiederholung ohne Wiederholung mit Wiederholung

' = y 7
Fakultét: ‘n! =1-2-.... n‘ (1)' _ 1 Binomialkoeffizient: (2) = WI'—A)'

(Y n .. (n n _(n+1
Symmetrie: (k:) = (n B k:) Rekursion: (k:) + (k: n 1) = (k; n 1)

10.2 Wahrscheinlichkeit, Mengenlehre

» Stichprobenraum S: Menge aller moglichen Ereignisse (Grundmenge).
» Ereignisse A, B, C: Teilmengen von S.
Bsp..S=14{0,1,2,3,4,5 6,7}, A={0,2,4,6}, B={1,2,3,5}, 4€A; 3¢A.

|A| Miéchtigkeit ~ Anzahl Elemente in A /AUB S
ANB Schnittmenge A und B
AUB Vereinigung A oder B

A =S\A Komplement S ohne A
CCcA Teilmenge C enthalten in A \
{}, 0 Leere Menge -7

» Laplace-Wahrscheinlichkeit: Alle Elemente in S treten gleichwahrscheinlich auf. Dann:

_|A| _ Anzahl Elemente in A __  giinstig
P(A) o o moglich

[S] Anzahl Elemente in S




U‘nmiigliches. Er‘eignis p(0) =0 0<p(A) <1
Sicheres Ereignis p(S) =1
Gegenwahrscheinlichkeit p(A)=1-p(A)

Addititionssatz

p(A U B) =p(A) +p(B) — p(ANB)

Bedingte Wahrscheinlichkeit p(B|A) : Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt, unter
der Bedingung, dass A bereits eingetreten ist:

A = Wenn, B = Dann” Ereignis.

|ANB|
| Al

p(ANB)
p(A)

(Verkleinerung des Stich-
Probenraumes von S auf A)

p(BlA) =

Multiplikationssatz p(A N B)=p(A) - p(B|A)

Die Ereignisse A und B sind unabhingig, falls
p(A N B) =p(A) - p(B)

Unabhingige Ereignisse

gilt.

10.3 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Diskrete Verteilung: Kontinuierliche Verteilung:

X nimmt ausschliesslich

Zufallsvariable Zufallsvariable X nimmt beliebige Werte

die n Werte x;, xo,..., x, mit den Wahr- 2 € R an. Die Wahrscheinlichkeit, dass ge-
scheinlichkeiten (relative ~ Héufigkeiten,  nau z eintritt, heisst Dichtefunktion f(z).
Gewichtungsfaktoren) pq, po,..., p, an. Anmerkung: Streng genommen, ist die Dich-

tefunktion stetiger Verteilungen iiberall Null.

p Fliche links von z: F(z) = P(X<2) :ki_; Pi p Fliche links von 2 F(5) = P(X<3) = j flx)dx
1 — -
1 1
I Sx) 0.5 F(z)
X 2 ‘ Tl X T >z
Dichtefunktion Verteilungsfunktion Dichtefunktion Verteilungsfunktion
n [e.e]
pmApet.. o= =1 Normierung [ flx)dz=1
k=1 .
n Mittelwert i
HES)S b= ,;1]”“ Ok (Erwartungswert) oS =1 = _{o @0
n o0
var(X) = o2 = > py - (zp — p)? Varianz var(X) =02 = [ f(z)- (z —p)de
k=1 %
o= VP Standard- o= VP
abweichung

Seien X, Y zwei Zufallsvariablen und a, b Konstanten. Dann gilt:

Fla-X +b-Y)=a-E(X) + b-E(Y) var(a- X + b) = a®-var(X)



10.4 Binomialverteilung, Bernoulli (diskrete Verteilung)

Stichprobenraum besteht aus genau zwei Elementen: S = {A, A} mit den gleichbleibenden

Wabhrscheinlichkeiten p(A) = p und p(A) = 1 — p. Das Ereignis A trete bei genau n Wiederho-
lungen X mal ein. Dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeit, dass...

A mindestens einmal eintritt: | | P(X>1)=1—-(1-p)"
A genau k mal eintritt: P(X=k)= (2) pFe(1—p)F 0<k<n
. . . - n I =I5
A hochstens  mal eintritt: P(X<z)= Z L) P (1—p) 0<z<n
k=0
Erwartungswert: EX)=n-p
Standardabweichung: o=+/n-p-(1—p)

Fiir 02 =n-p- (1 —p) > 9 kann eine Binomialverteilung durch eine Normalverteilung
approximiert werden.

10.5 Normalverteilung (kontinuierliche Verteilung)

e Dichtefunktion:

(o )2 Normalverteilung Standard-Normal-
i) = \/2L e 27 = N(u, o) M, o) Verteilung N(0, 1)
7 z-Transformation
Sx)=— _X—U
x ‘7%
Standard-Normalverteilung: /ﬂ/la\
2 ! tX
() = L e~ F — bXp b
f(z)—\/%e 2 =N(0,1) TR D
3 3
Symmetrie:
flp+x)=flp—x) f(=2) = f(+2)
e Verteilungsfunktion: F(—z)=1-F(+=2)
a5 (t— L)Z
F(z)=P(X <z)= \/%0 [ e 5o dt Wrkeit, dass hichstens @ eintritt.
—00
Standard-Normalverteilung:
1 2
F(Z)ZP(Z§Z>:\/—2—7T_‘£O€ Tt
e o0-Umgebungen bei Normalverteilung:
1 o-Umgebung 2 0-Umgebung 3 0-Umgebung

plp—2]<10)=683% | p(|lp—2]|<20)~954% | p(|p—2| <30)~99.7%




10.6 Statistik: Daten mit einer Variablen

Seien X = {z1, xo, ...

, xr} die Werte einer Stichprobe und ny, ns, ..., n; deren absolute

k
Haufigkeiten. Fiir den Umfang der Stichprobe gilt n = > n; =ny +no + ... + ny.

Die relative Haufigkeit ist durch p(z;) =

=1

k
% definiert. Insbesondere gilt > p(x;) = 1.

i=1
Einzeldaten Gruppendaten (Klassen)
k Werte x1, x9, ..., z) der
Daten n Werte 1, Ta, ..., Tn absolute Haufigkeit nq, no, ..., ng
Arithmetischer ||_ | Z _ 1 s
Mittelwert T=EX) =5 pom| |[F=BX) =5 Lnmai= 2 p(@)e
Median Der Median x5 der Werte einer geordneten Stichprobe ist...
e der in der Mitte liegende Wert, falls n ungerade.
e Der Mittelwert beider mittleren Werte, falls n gerade.
Modalwert Der Modalwert x,, ist der am héufigsten auftretende Messwert
(Modus) v M & WO
Spannweite R = Tmax — Tmin
Varianz* 52 L i(w —7)? = L zk: i (x; —T)2 oder
“x —1 = —1 ]
— 32 p(ad) (2 — 9 = B(X?) — (B(X)
Ti—

[*] Wenn die Werte 1, o, . ..

, T, eine Population darstellen oder wenn die Varianz

innerhalb der Stichprobe gesucht ist, ersetze man den Nenner n — 1 durch n.

Standardabweichung;:

Um Stichproben zu vergleichen, dient der Variationskoeffizient |V = %I -100%

Box plot: Ermittle den Median x5,

5e = /2

| kleinste 25%

das obere (z¢75) und das untere (xg95) Quartil,
die kleinste (i) und die grosste (Tyay) Stichprobe. Dann

aller Daten

min

Ungleichung von Tschebyschev:

25% | 25% grosste 25% |
aller Daten |
Xo.25 Xos  Xos X nax

Fiir eine Stichprobe mit Mittelwert Z und Varianz s> gilt fiir die Wahrscheinlichkeit p dass ein

Messwert  innerhalb einer +A-Umgebung um den Mittelwert liegt: |p(|x —Z| < A\) > 1 — j\é




11 Mathematische Symbole
A= B Folgerung: Aus A folgt B.
A< B Aquivalenz: A ist "aquivalent (gleichwertig) zu
N, Z, Q, R Zahlenmengen
D, W Definitionsmenge, Wertemenge.
f:x—y=f(z)|y [abhéngige Var.] ist Funktion von x [unabhéngige Var.]
A ={a,b,c} Die Menge A der Elemente a, b, c.
la, b] Das Intervall zwischen (und mit) a und b.
(a, b) Das Intervall zwischen (aber ohne) a und b.
Beispiel: (2, 5] = Menge aller z, so dass 2 < z <5 gilt.
5 €N Element: Die Zahl 5 liegt in der Menge N; (5 ist natiirliche Zahl).
1.5 ¢N Nicht Element: Die Zahl 1.5 liegt nicht in der Menge N.
Pef Der Punkt P liegt auf dem Graphen der Funktion f.
ACB Enthalten in: Die Menge A ist enthalten in B.
g C E Die Gerade g (=Punktemenge) liegt auf der Ebene E.
ANB A Geschnitten mit B: Elemente, welche in A und in B liegen.
g nNE Gerade g geschnitten mit £
AUB A Vereinigt mit B: Elemente, welche in A oder in B liegen.
A\ B A Ohne B: Elemente, welche in A aber nicht in B liegen.
| Bedingung (Wenn). Beispiele:
D= {z € R|z <1} = Menge aller reellen x, welche kleiner als 1 sind.
p(B | A) = Wkeit, dass B eintritt, wenn A bereits eingetreten ist.
v Fir alle: Beispiel: V2 € R gilt...
= Es gibt: Beispiel: dxz € R: es gibt eine reelle Zahl z...

Das griechische Alphabet

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta

S 2 ™ 9

NS> m
\.(‘f)

T~ M

H n Eta N v Nii T Tau
© 60,9 Theta = £ Xi Y v Ypsilon
I Iota O o Omicron | ® ¢, ¢ Phi
K & Kappa |II 7 Pi X x Chi
A A Lambda | P p Rho v 9 Psi
M u Mi ¥ o0,¢ Sigma Q w Omega






