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Analysis II
6. Übungsblatt

Theorieaufgaben

1. Definieren Sie den Begriff einer Metrik / einer Topologie und eines metrischen bzw.
topologischen Raumes.

2. Definieren Sie die Begriffe Randpunkt, Berührpunkt und Häufungspunkt, Abschluss und
Inneres einer Menge.

Rechen-/Beweisaufgaben

Aufgabe 1 (Offene und abgeschlossene Mengen)

Betrachten Sie auf einer beliebigen Menge X die diskrete Metrik

d : X ×X → [0,∞), d(x, y) :=

{
0 falls x = y,

1 falls x 6= y
.

Zeigen Sie, dass alle Teilmengen A ⊂ X sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Aufgabe 2 (Metrik)

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass dann sowohl

d1 : X ×X → R, d1(x, y) := arctan(d(x, y))

als auch
d2 : X ×X → R, d2(x, y) :=

d(x, y)

1 + d(x, y)

Metriken auf X definieren. (Hinweis: Zeigen Sie für x, y ≥ 0, dass arctan(x+y) ≤ arctan(x)+
arctan(y), indem Sie für ein festes y ≥ 0 die Monotonie von x→ arctan(x+ y)− (arctan(x)+
arctan(y)) auf [0,∞) untersuchen.)

Aufgabe 3 (Topologie)

Untersuchen Sie, ob in den folgenden Fällen (X, τ) ein topologischer Raum ist:

1. X = N, τ := {U ⊂ X : U ist endlich}

2. X = N, τ := {U ⊂ X : X \ U ist endlich} ∪ {∅}.



Aufgabe 4 (Topologie)

1. Es sei (Y, τY ) ein topologischer Raum und f : X → Y eine Abbildung. Zeigen Sie, dass
dann

τX := {f−1(U) : U ∈ τY }

eine Topologie auf X definiert.
2. Geben Sie ein Beispiel für einen topologischen Raum (X, τX) und eine Abbildung

f : X → Y an, so dass
τY := {f(U) : U ∈ τX}

keine Topologie auf Y definiert.

Aufgabe 5 (Metrik vs. Topologie)

Es sei X versehen mit der groben oder indiskreten Topologie τ = {∅, X}. Bestimmen Sie
alle Mengen X, für die es eine Metrik d auf X gibt, die die grobe Topologie τ induziert.


