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Demographie / Projektionsmatrix (Population Projection Matrix)

Populationen sind altersstrukturiert, die einfachen exponentiellen und logistischen
Wachstumsmodelle greifen daher zu kurz. In einer altersstrukturierten Population ist
das Fortpflanzungsvermdgen an bestimmte Altersklassen gebunden. Sehr junge und
alte Individuen haben eine andere Fortpflanzungswahrscheinlichkeit als Individuen im
fortpflanzungsfahigen Alter. Das Alter ist haufig die wichtigste die Fortpflanzung
kontrollierende Variable, daher macht eine Altersunterteilung Sinn.

Zunachst wird nur der weibliche Anteil einer Population betrachtet, denn dieser ist flr
die Reproduktionsrate der maligebliche Anteil. Die Population wird in Altersklassen
unterteilt, in der Humandemographie ist z.B. eine Unterteilung in Klassen mit einer
Klassenbreite von 1, 5 oder 10 Jahren tblich. Im folgenden Beispiel wird zunédchst der
Einfachheit halber in Altersklassen mit einer Klassenbreite von jeweils 1 Jahr
unterteilt, es gibt demnach die Altersklassen von 0 bis 1, 1 bis 2, 3 bis 4,.....,n-1 bisn
Jahre.

Wiy Elemente des Altersverteilungsvektors. Anzahl der weiblichen Individuen in
der i-ten Klasse zur Zeit t. Es gibt i = 0,...,n Klassen. Zur Klasse w(o ) gehdren
alle weiblichen Individuen mit einem Alter zwischen 0 und 1 Jahr, in der
Klasse w(sy gehoren liegen alle mit einem Alter zwischen 5 und 6 Jahren usw.

W  Altersverteilungsvektor der weiblichen Bevélkerung; wird als Spaltenvektor
angeschrieben, umfasst die weibliche Bevolkerungsverteilung mit allen
Klasseneintragen

Zur Ermittlung der Uberlebenswahrscheinlichkeit einer Klasse ist es notwendig, die
Verteilung in zwei aufeinander folgenden Zeitabschnitten W) und W1y zu kennen.
In jedem Zeitabschnitt verschiebt sich die Klassenzugehdrigkeit um eine Klasse nach
oben: In einem Jahr sind die Individuen der Klasse wi;) um ein Jahr dlter und gehoren
dann der Klasse w1, t+1y an. Das Verhaltnis der Individuenzahl der beiden Klassen
entspricht somit einer Uberlebenswahrscheinlichkeit oder einer
Ubergangswahrscheinlichkeit (transition probability) fur die Klasse wiy.

a(i) = Uberlebenswahrscheinlichkeit der i-ten Klasse:

Wi+1,t+1

a(iy = —— i:O,....,n-l
Wit

In jeder Klasse pflanzen sich in dem betrachteten Zeitintervall (t, t+At) die Individuen
mit einer klassenabhangigen Wahrscheinlichkeit g(i) fort. Im folgenden Zeitabschnitt
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(t+1, t+1+At) sind die neu hinzugekommen Individuen nun ,Elemente” der Klasse
W(0,t+1)-

gi)  Anzahl der Nachkommen pro weiblichem Individuum in der i-ten Klasse,
geboren im Intervall (t,t+At)

Abb: Schema der Ubergéange in einer altersstrukturierten Population
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Fur die folgenden Berechnungen wird vorausgesetzt, dass g(i) und a(i) zeitlich
konstant (invariant) sind. Unter diesen Annahmen koénnen nun die Eintrdge des
Altersverteilungsvektors fiir t berechnet werden:

Wiy = Z iy Wit (1)
i=0

Zur Zeit t sind in der Klasse w(0,t) alle Neugeborenen eingetragen, die ein
Zeitintervall (t-1) vorher von allen Klassen hinzugekommen sind.

Die Anzahl der Weibchen zur Zeit t in jeder Kategorie ist daher:

Wittt = a@W(it-1), i=0,...,n-1 (2)
Beispiel:
Rhinogradentia. Diese Tierchen sind parthenogenetisch mit einer maximalen
Lebensspanne von 4 Jahren. Die Population wird in 4 Klassen mit einer Klassenbreite

von 1 Jahr unterteilt.

Der Altersverteilungen fir 1918 und 1919 sieht folgendermalien aus:

Alters- Klasse Weibchen Geburten pro Weibchen Uberlebens-
klasse i=0,.,3 1918 Weibchen 1919 wahrscheinlichkeit a(i)
0-1 0 W(0,1918) = 50 Jo) = 0 19 o) = 15/50
1-2 1 W1,1918) = 10 Jo = 0 15 dm = 5/10
2-3 2 W(2.1018) = 5 Jo) = 3 5 dp) = 2/5
3-4 3 W(3,1918) = 2 Ji3) = 2 2 aa) = 0/2
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0(i)  Reproduktionsrate der i-ten Klasse, zundchst zeitunabhéngig.

Die Gleichungen (1) und (2) kdnnen in Matrizenform geschrieben werden:

Wi = M-We.y 3)
Weor)
. : W
W(t) ist der Altersverteilungsvektor: W, =| ™
Wenty
Und M ist die Projektionsmatrix (Population-projection Matrix)
g(o) 9(1) g(n—l) g(n)
ag 0 .. O 0
10 a, .. O 0
M=l4
0 0 .. a,, O

M ist eine quadratische Matrix mit n x n Elementen (bzw. n+1 x n+1 , wenn die
Indizierung bei 0 begonnen wird)

Gleichung (3) stellt nur eine andere Form der Schreibweise fiir die Gleichungen (1)
und (2) dar, mithilfe der Projektionsmatrix M und des Altersverteilungsvektors W(t).
Die Matrix M heit Projektionsmatrix, weil sie die Altersverteilung einer
Bevolkerung in der Zeit t projiziert in die Zeit t+1.

Die Anzahl der Weibchen wy; in der O-ten Klasse zur Zeit t ist z.B.

n

Wo.t= Z (ORI
i=0

(4)
Unter Verwendung der Angaben aus obigem Beispiel sind:
50
. _ 10
Der Altersverteilungsvektor W(ig1g): W 1018 = A
2

Der Geburtenratenvektor g:
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15
50
Der Uberlebenswahrscheinlichkeitsvektor a: a= S
10
2
5
0 0 32
Aus dem Geburtenratenvektor und dem 15 00
Uberlebenswahrscheinlichkeitsvektor wird die 50
Projektionsmatrix M aufgebaut nach dem oben angefiihrten M := 5
Schema: 0 m 00
Fur 1919 und die Folgejahre kann nun die Altersverteilung 5
mittels Matrizenmultiplikation berechnet werden: 0 0 E 0
19
Wi(1919) = M. W(1018) 15
W(1919) |5
2

Zu beachten ist die Reihenfolge W(1919) = M. W(101g); die Multiplikation ist nicht
kommutativ, die Multiplikation W(91g) . M existiert nicht !!

In gleicher Weise kann weiters fiir 1920 die Altersverteilung berechnet werden.
W 19200 = M.W(1919), bZW. Wi1920) = M2W/(1918), und in der allgemeinen Formulierung:

W1y = MZ™ Wy, mit der Zeitdifferenz (t; — ty).

9.727
4.261
1.624
0.873

Z.B. W) = M7-W(1918)- W(1925) -

Stabile Altersverteilung

Aus dem gerade gezeigten Beispiel ist ersichtlich, dass sich mit jedem Schritt sowohl
die Altersverteilung als auch die PopulationsgrofRe andern. Die Frage ist nun, wie
verhélt sich das System zeitlich bei fortgesetzter Multiplikation mit der
Projektionsmatrix?

WT(t) sei die totale PopulationsgroRe, die Gesamtzahl der Weibchen uber alle
Klassen aufsummiert, B(i,t) ist der Anteil der i-ten Klasse an der Gesamtpopulation
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W, .
Bii, = W(Tu)
(1)

Fur grolRe Zeitrdume (t — oc) streben die Verhaltnisse B(i,t) gegen einen konstanten
Wert. Dieses Verhalten ist auch unabhdngig vom Anfangsvektor W=q). Falls
B(i,t) = B(i,t+1) ist ein stabiler Zustand erreicht. Die dazugehorige Altersverteilung
heilRt daher stabile Altersverteilung. Stabil bedeutet nur, dass die relativen Anteile
der Klassen gleich bleiben, die absoluten Zahlen nehmen aber zu. In der stabilen
Phase ist das Wachstum exponentiell. Dieses Verhalten sei an einem Beispiel
demonstriert (nach Vandermeer, Population projection matrices)

Beispiel:

Population mit g(0) = 0; g(1)=2, g(3) = 3; a(0) = 0.5, a(1)=0.2. Altersverteilungsvektor zur
Zeitt = 0: W = (5,10,20). Ungefahr in den ersten 15 Zyklen schwingt sich das System ein
und geht in eine stabile Bevolkerungsverteilung Gber:

0 2 3 5
M:=05 0 0 W:=| 10
0 020 20

Nach 10 Zyklen sieht die Altersverteilung folgendermalien aus:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5 80 11| 815 35| 84.8]| 595 95.3( 84.9| 113.1( 113.5| 138.6| 147.4
10 2.5 40 55| 40.8 175 424 29.7| 476| 424 56.6| 56.7 69.3
20 2 0.5 8 11 8.2 35 8.5 5.9 9.5 8.5 11.3 11.3
35| 845| 515 95| 76.8| 110.5| 105.4( 133.5| 138.5| 165.1 | 178.5| 206.7 | 228.1

Wl N | O

ws ist die Gesamtzahl der Individuen zur Zeit t

300 300 I i

Das Bevolkerungswachstum verlauft nach einigen wenigen Zyklen in der stabilen
Phase exponentiell.
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Die Verhaltnisse B(i,t) konvergieren, die Bevolkerungsverteilung wird stabil

Die intrinsische Wachstumsrate

Nach Erreichen der stabilen Wachstumsphase bleiben die Anteile der einzelnen
Altersklassen konstant

B(i,t) = B(i,t+l)

Wi,t _ Wi,t+l

WT, WT,,,
WT t+1 — Wi,t+1
WT Wi ¢

Die einzelnen Altersklassen wachsen mit der gleichen Wachstumsrate wie die
Gesamtpopulation. Dieses Wachstum kann wieder mit einer Konstante A ausgedrickt
werden:
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1 _ — /1 (5)

Die i-te Klassengrof3e kann mit A berechnet werden:

W = Aw

it+1 it

Bzw. in Matrixschreibweise: WT,,, = AWT, (6)

Die Konstante A ist der grofite Eigenwert der Matrix M; A ist charakteristisch fur die
Matrix M und wird nur durch diese bestimmt.

Ist die Altersverteilung einmal stabilisiert, dann erfolgt das Bevolkerungswachstum
exponentiell. Sei WT), ein stabiler Altersverteilungsvektor, dann ist:

WT, = A WT,
WT, = 4> WT,
WT, = A' WT,

oder als e-Funktion geschrieben

WT, = e" " WT,
WT, =e" WT, @)
r=1In(1)

Der Parameter r, bzw. In(}), ist die intrinsische Wachstumsrate analog zum einfachen
exponentiellen Wachstumsmodell.



