V. Vektoren:
1. Definition:

Geometrische Definition: gerichtete Strecke, mit Lange und Richtung
Bsp.: Geschwindigkeit

Schreibweise: a, a, a

Vgl. Unterschied:  Vektor — Skalar. Ein Skalar hat zwar einen Betrag
aber keine Richtung !

Def: a=(a;,a2) oder (a;,az,a3) a;sind die Komponenten eines Vektors
(Zeilen- oder Spaltenvektoren)
2.  Eigenschaften von Vektoren:

Betrag (L&nge):

a = (a1,a2,a3)

la| = \/alz +a,’ +a,

zB. a=(34) |a=+9+16=5

Richtung:

a
lal

a
a=(a,a)

cosw:ﬁ cosﬂ:i
[l

cosa, cosP geben Richtung an — Richtungscosinus (relativ zu den Koordinatenachsen)

Ausgewdhlte Richtungen:

(1) 2 Vektoren sind orthogonal, wenn sie senkrecht aufeinander stehen.
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(2) 2 Vektoren sind kollinear, wenn sie parallel zur selben Geraden sind.

(3) 2 Vektoren sind komplanar, wenn sie parallel zur selben Ebene verlaufen.

3. Gleichheit von Vektoren:

Geometrische Definition:

2 Vektoren sind dann gleich, wenn sie durch eine Parallelverschiebung auseinander
hervorgehen.

— es gibt oo viele Vektoren die gleich sind (Vektorfeld)
(Analogie zur Integrationskonstanten bei der Differentialgleichung)

arithmetische Definition:

2 Vektoren sind dann gleich, wenn sie in ihren Komponenten ibereinstimmen
a=b a=(a,a2) b = (by,bo)

wenn (a;=by); (a2=by)

4. Arten von Vektoren:

@) Freie Vektoren:

Entstehen durch Parallelverschiebung
(b) Ortsvektoren:
Haben einen gemeinsamen Ursprung, andere Richtung aber gleichen Betrag

z.b. Rotation (Uhrzeiger)

(©) Achsiale Vektoren:
Haben unterschiedliche Betrage, aber gleiche Richtung
(Bsp. Drehimpuls)
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Spezielle Vektoren:

Einheitsvektoren:

Lange = 1, Richtung einer Koordinatenachse

€3

\ 4

€2
€1

Beachte die Richtungen der Achsen !!

Definition eines Vektors durch seine Einheitsvektoren:

(el,ezveg)
a = (a1,a2,a3) = (a1e1 + aze2 + a3€3)

a1, az, as sind die Betrage, e1,e,e3 die Einheitsvektoren, die die Richtung
angeben. Normalerweise werden in der Darstellung nur die Betrdge
geschrieben

Nullvektor:
Betrag = 0, hat keine Richtung z.b.a = 0; (in Vektorgleichung muss 0 ein Vektor

sein)

Normierter Vektor:

a

| | hat die Richtung von a, und den Betrag 1
a

Vektoroperationen

1. Addition von Vektoren:

geometrisch:

a+b=c; ,Pfeilspitze an Pfeilanfang”, (Resultierende eines Parallelogrammes)
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arithmetisch:
a=(ay,a;)

b=(by,b,) a+b=(a, +b,,a, +b,); komponentenweise addieren der Koordinaten

zB. a=(43),b=(1-2); a+b=(5,1)

2.  Subtraktion von Vektoren:

geometrisch:

d=a+(-b)

Vektor -a
arithmetisch: a = (a,a,)
-a = (-a1,-a2)
geometrisch: gleicher Betrag, aber entgegengesetzten Richtung (180°)
arithmetisch: a = (a,a,)

b = (bl,bz)

a-b =(ay-Dby,ax-by)
zB. a=(43); b=(1-2)
a-b=(4-1.3-(-2)) =(3,5

Sonderfall: a-a=0
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Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar:

geom: Analog zur Darstellung von a durch Einheitsvektoren
arith: ia = (Aag, Aay); A = reelle Zahl

Bei Multiplikation jeder Komponente mit A bleibt die Richtung gleich, aber
der Betrag &ndert sich.

Bsp: A=2

a=(34) ra =
a|=v9+16 =5 = [(2.3)2 + (2.4)?
—— —
A3y pER
a| =2.5=10 =~/36+64 =10

Multiplikation mit - A bedeutet Richtungsanderung von 180°

Inneres oder skalares Produkt (Skalarprodukt)

SW: diese Vektoropertion wird mit einem Punkt ,, a-b ,,oder einer runden Klammer
(a,b) gekennzeichnet.
Das Ergebnis ist ein Skalar (Betrag)
c=a-b
geometrische Interpretation: Projektion des Vektors b auf den Vektor a

a-b = |a||bjcosa

arithmetisch: a-b = a;b; + axb,

Bsp: a=(34) b=(3,.5); ab=(9-20)=-11
(Bsp. aus der Physik: W = F-s)
Der Winkel zwischen 2 Vektoren ist aus dem Skalarprodukt erhéltlich:  cosa = %
a
Sonderfélle: (a) a-a=a? cosa’=1
(b) ab=0 a,b=0

—>cosa=0a=90°alb

(c0 ab=ab cosa=1 a=0°% alb
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(d) ab= b-a , kommutative Rechenoperation

5. AuReres oder vektorielles Produkt
Das Ergebnis ist ein Vektor mit Betrag und Richtung
Nur im 3dimensionalen Raum moglich !!

SW:c=[a,b] oderc=axb

geometrische Darstellung:

a

Die Vektoren a,b,c bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem: Bei der Drehung
von a Uber den kleineren Winkel in Richtung b entsteht eine Drehrichtung, die eine
Rechtsschraube in Richtung und Orientierung von ¢ bewegt (Rechtsschraubenregel).

(1)  csteht senkrecht auf de Ebene die durch a und b aufgespannt wird
(2) Richtung von c: rechtsgingige Schrauberegel, a wird auf kirzesten Weg nach

b gedreht
3) Betrag: |a x b| = |c| = ||a]|b|sina|

arithmetische Berechnung: ¢ =(C1,C»,C3)

mit: ¢, =a,b, —ab,
C, = aSbl - a1b3
C; = a1b2 - a2b1

Bsp: a=(1,2,1);b=(23,5)

c1=10-3=7 (Erklarung bei Matrizen und Determinanten)
c,=2-5=-3

c3=34=-1

c=(7,-3-1)
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Sonderfille / Regeln:

@ (axb) =-(bxa)

Betrag ist gleich, aber entgegengesetzte Richtung, ergibt sich aus der
Rechtsschraubenregel

(b) o =0° sina=0; ax b =0; beide Vektoren sind parallel

() o =90°% sina =1; ax b =|al|b|; beide Vektoren sind L aufeinander

VI.  Lineare Gleichungssysteme, Matrizen und Determinanten

Motivation: Wie konnen lineare Gleichungssysteme geldst werden ?

1) Einsetzen
2) GauR’sches Eliminationsverfahren
3) Matrizen und Determinanten

Fur etwa maximal 3 Unbekannte sind Verfahren 1 und 2 angebracht, bei mehr Unbekannten
sind die Methoden 2 und 3 glnstiger.

Betrachte lineares Gleichungssystem
3X+2y=4 1)
2x+y =1 (2

@) Ldsung ohne Matrizen mit Einsetzen:

Aus (1) oder (2) eine Unbekannte durch die andere ausdriicken und in die andere
Gleichung einsetzen

Z.Baus(2): x= 1_Ty
Einsetzen in (1)

3(1_Ty) +2y=4
3-3y+4y=8
y =5; Durch Einsetzen von'y =5 in (1) oer (2) wird x berechnet
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X=-2

(b) Ldsung mit Matrizen:

Andere Schreibweise

Hilbgs
o\

Koeffizientenmatrix Spaltenvektoren x und b

X 4
Diese Gleichungssystem hat die Form: A . (y}z ( j

A A X =b

Bildung der inversen Matrix A™

X 4
Losung: A‘lA{y} = A‘{J gleiche Operation auf beiden Seiten

-1 2
A™ ={ ) 3} (wie man auf A~ kommt, wird spéter erklart)
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Terminologie

Immer: m x n
- < ~

Zeilen Spalten

Matrix

all alz """ aln
Ay 8py....d
aml am2 "amn

Spaltenanzahl: n

Der erste Index eines Elements a;; kennzeichnet die Position in der Zeile, der zweite in

der Spalte

Bei Multiplikation:

Summe = Inneres Produkt der Vektorrechnung!

Beispiel
A . X

M Mg

oder/bzw.

A R

Anwendungen

—-2+2

4—3}:[0 1

10

Immer Zeilenvektor x Spaltenvektor

Berechne die einzelnen Elemente fir A™.A = E (bzw. I)

?Was ,machen® Matrizen? : Im Prinzip ,,Abbildungen*

Bsp: (1) Transformationsmatrix T

Bsp: Rotation um ¢

,»Abbildungen*
0,1
(0.1
(-sing,coso)
¢ .
(coso,sing)
(p »
(1,0
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1 0
Eine Drehung um den Winkel ¢ bildet die Einheitsvektoren e; = {O} und ey = L} ab auf:

1 0 T2 [cose =sing
i) 1 " |sing  cos

cosp -Sing T heif3t ,, Transformationsmatrix
sing  coS

Bsp.: Rotation des Vektors (3,2) um 45°, was sind die neuen Koordinaten ?

V212 V212

{1 e[

T{\Elz —\Elz}

(V2,2V2)

B2
45°

,.State matrix, Transition matrix, state vector, Zustandsvektor*

Bsp.: Bevolkerungsverteilung Land (L), Vororte und kleinere Orte (V), Stadt (S)

Sm = Statematrix L V S
Sv =Statevector (10 30 60)  Zustand zur Zeit t=0

Tm = Transition Matrix

Tm= | L V S
L | (60 10
\ 3 72
10 35 55

Mathematische Ubungen Kap.4 10/15 Hofmann / Lettner



Diese Transition Matrix (Ubergangsmatrix) quantifiziert die Wanderungsbewegungen
zwischen den einzelnen Bereichen L, V und S. In diesem Zusammenhang ist natdrlich
wichtig, wie die Matrix zu lesen ist, das muf} festgelegt sein. In diesem Beispiel ist die
vertikale Spalte LVS die Quelle und die horizontale Reihe LVS das Ziel. So bedeutet z.B. die
Zahl 25, der Schnittpunkt der VV — Zeile und der S — Spalte, daB pro Jahr von den Vororten
25% in die Stadt ziehen usw.

Wie sieht nun die Bevolkerungsverteilung in 1,2,3............. n Jahren aus?
In 1 Jahr
(Ausgangssituation: Sm = Sv(g))
Sm . m = Svq)

(10 30 60)(06 01 03
T M M (003 072 025 _ Ly Ve Sew

%-Anteile der Bev. inL, V, S
(12,9 436 435)
L, V S{01 035 055

Nach 2 Jahren = Nach n Jahren

Sn- Tn Tn =S,

m m m

t=2) m 'Tmn = Sv(t=n)

Transponieren: Statevektor als Spaltenvektor: Durch Schreibweise als transponierte Form
verandert sich die Reihenfolge von Sy, und T, nach der Regel: Sy Tm = Tm' Sm'

) (&) = 67

Determinanten
Lineare Gleichungssysteme und ihre Losung mit Determinantenrechung

ax, +bx, =u
cx, +dx, =v

In Matrix-Notation
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a b)(x) (u
c d)ix,) (v
Ldsung durch (,,GauBsches*) Eliminationsverfahren

Elimination von x; fir die Berechnung von Xx;-

ax, +bx, =u | d

cx, +dx, =v |-b

adx, —bcx, =ud —vb = x, = ud —vb
ad —bc

Elimination von x; flr die Berechnung von X,.

ax, +bx, =u | c
cx, +dx, =v |-a
av-—uc
bcx, —adx, =uc—av = x, =
ad —bc
ab
Def.: detAz‘ =ad —bc
c d
u b
N v d
""la b
c d
a b
Zur Berechnung von c d‘

X1 und X, verwende
die Cramer sche Regel:

In A ersetze fir die Berechnung von x; den 1. Spaltenvektor {a} durch {
c

Spaltenvektor Lﬂ durch [u}
Vv

Bs 3Xx+2y=4
=B 2x+y=1
3 2)(x) (4
2 1)y 1
_31-42 -5 _
31-22 -1
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A X = U
a; ad, a; Xy U,
d, a4, ay Xy [ =] U,

Nach langerer Rechnung erhalt man:

— U;8,,855 —U;85,8y; —U,8,,855 +U,85,85 +U33,,8,; —U338,,8,,
Q,18,,833 —8y;85,8,3 — 83,853 + 333,33 + 358,853 — a31322a13

1

X1, X2, X3 sind Linearkombinationen von ug, u», Uz

Systematik:

Elemente
der 1. Spalte

Entwickeln der Determinante - Cramer 'sche Regel

+ - 4+
+ - 4+
+{Up 8 8y Uz A | &13 12 | &13
—|U, a, ay =+ A2 | A3 | - _Up + dzz | A3
a a a a u
- U, a, as 32 | a33 32 | as3 3
1= det A

Mathematische Ubungen Kap.4 13/15 Hofmann / Lettner



all ul a’13

a21 UZ a23
a u a .
X, = 7 78 7l Vorzeichenregel
det A
+1 -1 +
ay 8, U 1 41 -
3.21 a‘22 u2 +1 -1 +
X, = dy 8z Ug
: det A

Analoge Erweiterung fir gréRere Matrizen
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Die Inverse Matrix

A-x=u
Nach gewohnlicher Algebra:

AYA x=A".u: AYA=1: Iistdie Einheitsmatrix oder Identitit

X1, X2, X3 sind Linearkombinationen von uy, Uy, Us:

a22 a23 a12 alS a12 a‘l3

+ - +
Az Qgg| (A3 Ay |Ap Ay
a a a a a a
Daher: Al :L. ! 23 4|7 13| (%1 13
detA| |2, 8| |85 @zl |8y 8y

a21 a22 a‘ll a12 a‘ll a12

a‘31 a32 a3l a‘32 a‘21 a‘22

Die Berechnung der inversen Matrix ermoglicht eine sehr effiziente Losung eines linearen
Gleichungssystems

Urspringliches Beispiel geldst mit der inversen Matrix:
3 2)x) (4
2 1ly) 1

3 2
A= detA=3.1-2.-2=-1
2 1

AL 1 (+ap— ap) -1 2
detAl—-a, + a; 2 -3
A_l . A. [XJ ) A_1[4]
y 1

Schrittweise
-1 2Y3 2) (-1:3+22....-12+12) (1 0
2 -3)\2 1) | 23-32.... 22-31 ) o 1/

GG

50
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